
小蓝书《量子力学典型题精讲》第7章
+ 东哥强化班三维问题

三维（氢原子/中心力场/电磁场/Landau）——

答案解析详注（17+12 题全）

体例说明：每题含【题目】【分析】【解答】三部分；【解答】

严格按原书流程，原书省略的推导以蓝底【补】块给出；个别原

书排印笔误已在对应位置标注更正。



7-1 二粒子体系的相对动量、总动量与总轨

道角动量

【题目】 二粒子体系的两个粒子的质量分别为  和

，位矢分别为  和 ，求：

(1) 相对动量；(2) 总动量；(3)

总轨道角动量在坐标表象中的表示。

【解答】 设质心坐标为 ，相对坐标为 ，则

由此解出，

(1) 相对动量：设两个粒子的折合质量为 

，则相对动量

因为



因此，

(2) 总动量：

但由于

因此

(3) 总轨道角动量：

因为

因此，



7-2 氢原子 1s 电子动能与势能的平均值

【题目】 求氢原子 

电子的动能、势能的平均值。已知  电子的波函数为

【解答】 根据平均值公式，动能的平均值

势能的平均值

所以



这就是氢原子的基态能量。我们看到，由于原子的势能

（负）的绝对值大于动能，因此总能量取负值。

【补】径向求导：

，乘以

 与体积元中的 

并提出常数，即得第三行。利用 

、 ，得

故 ；再代入玻尔半径

，即 。同理

。

7-3 氢原子基态电子的动量几率分布

【题目】 已知氢原子的基态波函数为

求基态电子的动量几率分布。



【解答】 设基态电子在动量表象中的波函数为 

，则

选取动量  方向为  轴，则在球坐标系里 

可写为

因此，动量几率分布

容易证明

其中， 。

【补】对  的积分：令 ，



代入并提出因子后即得第三行的形式。再令

，则

（括号的次序吸收掉因子  与符号），整理即得

。归一化验证中，代入  后

（用  或  函数可算出 

）。

7-4 类氢二粒子体系的能谱

【题目】

利用氢原子能级公式，讨论下列体系的能谱。

(1) 正、负电子 、  的束缚体系。

(2)  子原子（  粒子绕质子  运动，

）。



(3) 、  的束缚体系。

【解答】 三个问题都是二粒子体系，并且两体之间的

相互作用势都是 Coulomb 势 ，差别只是在

于它们的折合质量不同，因此，三个体系的能谱都与氢

原子具有相同形式：

其中的折合质量均可以用电子的质量表示。

(1) 正、负电子体系：折合质量

因此，体系的能谱

(2)  子原子体系：所谓的 

子原子体系就是氢原子中的电子被 

子替换而形成的原子。因此，

子原子体系的折合质量

能谱



其中的  代表  子原子体系的折合质量。

(3) 、  束缚体系：折合质量

因此，能谱

7-5 对易关系 

【题目】 求证： 。

【解答】 因为



但由于

所以

又因为

所以

7-6 氢原子基态的 、  与不确定性关系

【题目】 氢原子的基态波函数为

。求：在基态下涨落  和

，并验证不确定性关系。

【解答】 因为 ，

，因此，首先需要求 ， ， ， 。



因为  是奇函数，而 

为偶函数，因此，

在对称积分区内的积分为零。同理，可以证明，

。另一方面，

其中 。

但是，考虑到  与  无关，

因此



由于氢原子的波函数  与  无关，即球对称，

因此，电子的位置、动量的几率分布对 

也是对称的。即

由此得到

所以

符合不确定性关系。

【补】  的证明：

，故

，被积函数含奇函数 

，在对称积分区内积分为零。又 

，故 ，这就是上面 

被积函数中  的来源；径向积分

。



7-7 氢原子叠加态的能量平均值与 

的几率

【题目】 设在  时刻，氢原子处于状态：

求：(1) 在  态下能量的平均值。

(2) 在  时，体系处于  态的几率。

【解答】 (1) 能量平均值 ，  为

Hamilton 量。对于  态，由于

因此，

(2) 状态  出现的几率为



【补】第二到第三步：由本征态正交性，

，

（磁量子数不同）， ，只有

 项有贡献；其系数  的模方提出因子

。又  是  的本征态，

，相位与厄米共轭因子相消，故几率与时间无关；由

，  时 ，  时

。第 (1) 问中用到氢原子能级  与

，故

。

7-8 氢原子基态电子处于经典禁区的几率

【题目】 氢原子处于基态 

，求氢原子中的电子处于经典不允许区（动能 



）的几率。

【解答】 电子的动能 。对氢原子，

， ，因此

对经典禁区 ，即  或

 的区域为经典禁区。对 ，由于 

，

为经典禁区。所以，基态电子处于经典禁区的几率为

利用分部积分法得

因此，  为电子出现在经典禁区的几率。要

记住，尽管电子的动能取负值的可能性存在，但基态电

子动能的平均值要大于零（见本章习题第 2 题）。



7-9  衰变后 1s 电子仍处于 k 态的几率

【题目】 带电荷  的某一原子突然发生  衰变（原

子核中的一个中子发射一个电子后转变成质子）后变成

核电荷为 

的新原子。求：衰变前原子中的一个  态电子（处于

 态的电子）在衰变后的新原子中仍处于 

态的几率。

【解答】 电荷为  的原子核经 

衰变，转变成电荷为 

的原子核。因此，原子核的 Coulomb 势由原来的

 变为 。势能的改变导致核

外电子状态的改变。设衰变后新原子中电子的状态矢量

为 。

把衰变前  电子的波函数用  展开，则

因此，  电子在衰变后的新原子核中处于

 态的几率为



其中，

由于衰变是一个非常迅速的过程，在衰变发生的一瞬间

，核外的电子状态来不及改变，在新原子中短暂时间内

仍可以处于  态的几率为 

。根据式 (1)，

但是，

因此，

【补】径向积分：

，故



利用 ，即

，与上式一致。注意解答开头把新势印为

，按上下文应为 

（排印漏了  的平方），此处照原书转写。

7-10 两同心球面间粒子的基态

【题目】 设一质量为  的粒子限制在半径分别为 

和 （

）的两个同心球面之间运动，两个球面之间的势

，求粒子的基态（ ，

）波函数和能量。

【解答】 设粒子的径向波函数为 ，则

 满足方程：

由于在两个同心球面之间 ，且对基态 

，方程化为



边界条件： ，方程的解为

利用  得

所以

由  得

所以

从而得，能量本征值为

对于基态

由归一化条件： ，即



得

因此，

因为 ，最后得

【补】归一化积分：对基态 ，

故 ，得 。最后由

 并乘  即得末式。

7-11 速度算符 

【题目】 定义 

（速度算符）。求证： 。

【解答】



因为

所以

同理

从而得到

同理可证

因此最后得



7-12 电磁场中带电粒子的连续性方程

【题目】 设在电磁场中运动的带电粒子的几率密度

，几率流密度

求证：连续性方程 。

【解答】 在电磁场中运动的带电粒子（质量为 

，电荷为 ）的 Schrödinger 方程为

其中，  和  分别表示电磁场的矢势和标势。

方程 (1) 的复共轭式为（注意 ）

，得



因此得

【补】"右" 第二个等号的两步：其一，

（展开时交叉项  相消）；其二，

，取规范  后即为 

。再由  提出 ，两边消去 

即得连续性方程。

7-13 正交均匀电场与磁场中的带电粒子

【题目】 设一带电荷  的粒子在  方向的均匀电场

 和  方向的均匀磁场 

中运动（  不随时间变化）。

(1) 证明矢势  可以选取 ；

(2) 说明粒子是在  平面内运动；



(3) 写出体系的 Hamilton 量（用 ，  表示）；

(4) 证明 ， ，从而可以选取

 为力学量完全集；

(5) 设 ，  的共同本征函数为

时，利用分离变量法写出能量本征函数 

的本征值方程；

(6) 解此本征值方程，解出能量本征值。

【解答】 (1) 由  可得，当 

时

因此，  时 ，即 

可选取 。

(2) 因电场沿  方向，因此电荷沿  方向进入 

方向的磁场，由 Lorentz 力 



可知，带电粒子受  方向的力，因此带电粒子在

 平面内运动。

(3) 体系的 Hamilton 量为

但由于

所以

因电场是均匀的，

所以

(4) 因为

很容易看出



另一方面

因此，可以选取  为力学量完全集。

(5) 设  的共同本征函数为

，则 Schrödinger

方程为

因为

Schrödinger 方程化为（能量本征值方程）

即

其中，



如果进一步设 ，则能量本征值方程变为

(6)

这是一个一维线性谐振子的能量本征值方程，平衡点在

 处，因此，方程的解是一维谐振子方程的解，其能

量本征值为

其中，

把  和  值代入后得

【补】配方与代入的细节：  的二次项系数为

，一次项系数为 ，平衡点应满足

，即 

（书上印为 ，分母似漏一个 

；以下按能给出书末结果的  计算）。又



故

 项恰好相消。另外注意：题目第 (4) 问排印为

、 ，但解答实际证明的是

、

，题目两处下标应为排印颠倒，此处照原书转写。

7-14  中电子的 Landau 能级

【题目】 一电子在势  中运动。电子的

Hamilton 量为

(1) 证明 Hamilton 量  的本征函数可以写成

(2) 求能量本征值和本征函数。

【解答】 (1) 将  代入到 Hamilton 量

 中得到

将 Hamilton 量  作用到波函数  可以得到



由此可见，如果上式中的  具有

 的形式，则函数 

满足

从而  可以写成

这就说明  正是 Hamilton

量  的本征值为  的本征函数。

(2) 关于  的方程就是中心在  的一维

谐振子的能量本征值方程，其本征值为我们熟知的

其中

因此最后得到 Hamilton 量  的本征值



上式中的第一项表示电子在 

平面运动的能量，取离散值；而第二项表示沿 

方向的匀速运动能量，取连续值。

【补】第二个等号：

，乘以外面的  后即为 

；  给出  项。振子频率由

 得 。

7-15  的直角坐标表示与宇称

【题目】 氢原子的波函数为

(1) 对 ，试将  用直角坐标

 表示，并求  的宇称。

(2) 利用上题结果，证明

【解答】 (1)  时，



 时，

 时，

这些结果表明，函数  在空间反演变换

， ，  或

 下变成原函数的 

倍，也就是说，函数  的宇称是 。

(2) 氢原子的波函数 

可改写为 

，在空间反演下，  不变，因为空间反演下 

不变，因此，  的宇称决定于函数 

。但上题中已证明，  的宇称为 ，即



【补】球坐标与直角坐标的关系： ，

，

，各球谐函数前的系数即标准 

的归一化系数。空间反演 

下， ， ，故 

各量反号、  各量不变，与宇称  一致。

7-16 由归一化条件确定氢原子 s

态基态波函数

【题目】 已知氢原子的  态（ ）能量本征函数为

其中，  为  的 

次多项式。试利用归一化条件确定 。

【解答】 因为  态的 ，因此 

，能量本征函数为

由归一化条件



得到

因此，  态归一化的能量本征函数为

【补】径向积分 

，即归一化条件中  的来源；末式写成

 是把角向部分 

显式分出的形式。注意本题只求出了  的 

（即 ），题目与末式中排印的下标 

按原书转写。

7-17  时径向解的参数 

与能量本征值

【题目】 氢原子的径向波函数满足方程

当  时，该方程的解为



试利用原方程求参数  和能量本征值 。

【解答】 将  代入方程，则第一项

因此，方程变为

由

得到

上式第二个方程里代入  得

由此得能量本征值



【补】上面的方程对任意  成立，故 

项与常数项的系数须分别为零，即

 与 

，这就是书上最后联立的两个方程。把 

代入 ，应为

书上末式分子排印为 ，按推导应为 

（排印之误），此处照原书转写。

> 转写自《东哥物理考研·量子力学强化班刷题答案册

》第四讲「三维定态问题」A 组（答案册印刷页

34–39，PDF 页码索引 35–40）。题干抄自

qh.md「三维问题」分区。

强化25 圆周上带电粒子在轴向 B

场中的基态（A1）

【题目】 一个质量为 、带有电荷  的粒子被限制在

 平面内半径为  的圆周上运动，在 

轴方向加上强度为  的均匀磁场。求粒子的基态能量

和基态波函数的表达式，证明基态能量是 



的周期函数，并给出周期。已知在柱坐标系中

【解答】 取电磁场的矢势

由于 ，  均为常数，由题给  的表达式得

代入上式，

 的本征函数和本征能量为

当  取确定值时，设使  取最小值的

 为 ，基态能量为



当  时， ， 。当  由 

增大时，  仍为 ，但  开始由  增大。当 

增大到  时  或 ，这时  取最大值

。  再增大时， ，  随 

增大而减小。当  时， 。

再增大时，重复以上过程，即  由最小值 

增大到最大值  后再减小到 。  的周期为

基态波函数为

当 

时，基态能量取最大值 

，它是二度简并的，对应 。

强化26 磁场中速度对易、H 展开与含时 A

的薛定谔方程（A2）

【题目】 (1) 电荷为  的粒子在磁场  与势场 

中运动，求速度分量算符的对易关系 、



、 。

(2) 质量为 、电荷为 

的粒子在磁场中，哈密顿量为

问在什么条件下可写成

(3) 设 （  为常矢），略去  中的

 项，求相应薛定谔方程的解。

【解答】 (1) 根据带电粒子速度算符  的定义式

，

类似地，可得



(2) 条件是 。

(3) 设  方向为  轴方向，薛定谔方程为

这个方程无法分离变量  与 

。转到动量表象，方程为

这个方程可表示为

上式积分后得

【补】第 (2) 问展开时交叉项为

；由于

，当且仅当

（如库仑规范）时 

，交叉项才能合并成 。

强化27 库仑突然消失后动量几率分布（A3）



【题目】 氢原子处于基态。假定库仑作用在 

时突然消失，电子离开原子像自由电子那样运动。试求

 时测量电子动量大小在  内的概率。

【解答】 氢原子基态波函数  与 

、  角无关。取  方向为  轴方向，

对 、  角积分后，得

将  的表示式代入，

 时，电子动量大小在  内的概率为

强化28 径向动量 

与中心力场关系式（A4）



【题目】 设一粒子在中心力场 

中运动，定义径向动量

(1) 证明

(2) 计算对易关系式 。

(3) 当粒子处于某一束缚定态

 时，证明

(4) 设 ，证明在束缚定态  上

其中  为玻尔半径。

【解答】 (1) 式 (2) 的证明见第二讲第 1

题。在球坐标系中



可以证明

任取一波函数 ，利用式 (2)

由于  是任意的，故式 (7) 得证。将式 (7) 代入式

(6)，式 (3) 得证。

(2) 利用式 (6)

(3) 在  态上，  的平均值

将式 (8) 代入式 (9)，得



上式左边的积分表示力学量  与  的平均值，

是实数，因此上式右边的积分也是实数。这个积分可以

表示为

其中对  的积分应为实数，便有

将此式代入式 (11)，

再将式 (12) 代入式 (10)，并注意到  是 

的本征函数，本征值为 ，

这正是要证明的式 (4)。

(4) 将  代入上式，得



由于 ，对 ， ，便有

 时， ，式 (15)

仍然成立。考虑到玻尔半径 ，式 (15) 变为

利用已知结果：

【补】答案册将式 (2) 的证明引向「第二讲第 1

题」，此处补齐：在坐标表象中，

；而

（用到

）。两式相加除以 2 即得

。另外 (3)

中利用了：束缚定态下 

，与前一项相消，故式 (9) 的平均值为零。



强化29

测不准关系估算氢原子基态能量（A5）

【题目】 利用测不准关系估算氢原子基态能量。

【解答】 为了估算基态（

）能量，氢原子的哈密顿算符 （见上题式

(3)）可作如下近似：

将式 (2) 与 (3) 代入测不准关系式 

，得

将式 (4) 代入式 (1)，得



由  求出使  取极小值的 

，再将它代入式 (5) 得基态能量

强化30 中心力场共有本征态的 �V�

与单调势积分不等式（A6）

【题目】 设一微观粒子在中心力场 

中运动，且处于能量和轨道角动量的某一共同本征态。

(1)

在球坐标系中写出能量本征函数的基本形式，写出势能

 在此态上的平均值 

的表达式，并最后表示成径向积分的形式；

(2) 设  是  的单调上升函数（对任意 ，

），证明对任意给定的 ，均有

其中  是径向波函数。

【解答】 (1)



(2) 由于  是  的单调上升函数，总可以找到某个

 值，使得 。对于 ，显然有

对于 ，我们注意到

因此，在  是  的单调上升函数的条件下，无论

 取任何有限值，必定有

【补】最后一步的严格说法是：定义

，则 ，  在

 上单调减（被积函数为负），在 

上单调增（被积函数为正）且 

，故对任意有限  有 。

> 转写自《东哥物理考研·量子力学强化班刷题答案册

》第四讲「三维定态问题」A 组（答案册印刷页

39–44，PDF 页码索引 40–45）。题干抄自



qh.md「三维问题」分区。

强化31 

定态（化成氢原子）（A7）

【题目】 粒子在中心力场 

中运动，其中  与  为正实数。求定态能量和波函数

。（提示：将定态方程化为氢原子定态方程。）

【解答】 令 ，

 满足方程

或

令

方程变为

已知氢原子的径向方程为



比较以上两个方程看出，只要作如下变换：

就可以由氢原子定态能量和波函数

得到本题的定态能量和波函数

其中  由方程  解得

强化32

二维圆环上两量子珠的库仑问题（A8）

【题目】 二维平面有一个以原点为圆心、半径为 

的光滑刚性圆环，上面套着两颗质量为 、电荷为  



的「量子珍珠」。珍珠可以无摩擦地绕环滑动，相互之

间存在库仑位势 （  为两颗珍珠之间的距离

）；两颗珍珠各自的方位角（或极角）为 。

(1) 利用  写出这一珍珠体系的定态薛定谔方程；

(2) 令 ，

，证明定态方程可以利用 

分离变量，从而这一体系可以分解为关于 

的「质心」运动和关于  的相对运动；

(3) 求解关于  的「质心」运动；

(4) 当  非常大时，求解或估算关于 

的相对运动的基态与最低激发态的本征能量。

【解答】 (1) 体系的哈密顿量为

其中

体系的定态方程为



(2) 令 ， ，作变换 

。在此变换下，

其中 ， 。定态方程为

令

代入方程，得

 描述关于  的「质心」运动；  描述关于 

的相对运动。

(3)

由「质心」运动方程解得「质心」运动的波函数与能量

(4) 当  非常大时，由于同性电荷相斥，两个电荷处

于相距最远的位置， ，相对运动方程变为



这个方程的解为

基态能量  与第一激发态能量  分别为

【补】(2) 中导数变换为 ，

，于是 

，与 、  恰好对应。(4) 中  时

，势能近似为常数 ，故相对运

动化为自由粒子（圆环上的平面转子）问题。

强化33  与双对易子（A9）

【题目】 证明力学量 （不显含 

）的平均值对时间的二次微商为

其中  为该体系的哈密顿量。

【解答】（证）



其中

强化34 一维匀强电场中 �p�、�x�

的时间演化（A10）

【题目】 电荷为 、质量为 

的点粒子在一维均匀电场  中运动，位势为

。在 

时该粒子的坐标与动量平均值分别为  与

。



(1) 计算  时刻的动量平均值 ；

(2) 计算  时刻的坐标平均值 ；

(3) 把计算的结果同经典物理的结果比较。

【解答】 (1)

上式积分后得

由  时 ，得积分常数 。

时刻的动量平均值为

(2)

将式 (3) 代入式 (4)，得

上式积分后得



由  时 ，得积分常数 。

时刻的坐标平均值

(3) 按经典力学，  时刻粒子的坐标  与动量  为

比较式 (3)、(7) 与 (8)、(9) 看出，量子力学中坐标与

动量的平均值随时间变化的规律，同经典力学中坐标与

动量随时间变化的规律相同。应该指出，这只是一个特

殊情况。在一般情况下，量子力学与经典力学的结果是

很不相同的。

强化35  束缚态条件 

（A11）

【题目】 质量为  的粒子在中心力场 （

）中运动，证明存在束缚态的条件是 

。

【解答】（证）根据维里定理



可见 。由于 ，

，故束缚定态能量 。

由上式知， 。可见，存在束缚态的条件是

。

强化36 类氢原子 �nlm|1/r²|nlm�（A12）

【题目】 势能  的类氢原子处于 

态，试计算  的平均值

【解答】 令

 满足方程

方程 (2) 可以写成如下形式：



其中

是等效的一维哈密顿量。取  为参数，相应的 F–H

定理为

其中

将式 (4) 与 (6) 代入式 (5)，得

【补】答案册由式 (5)

直接给出结果，中间步骤为：左边

（注意 

）；右边

。两式相等并用  即得式 (7)。


